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Poboljsˇanja nekih nejednakosti kod trokuta
Edin Ajanovic´1 i Sˇefket Arslanagic´2
Poopc´avanja nekih nejednakosti u matematici je vrlo interesantno, vazˇno i kreativno,
mada je cˇesto dosta tesˇko i slozˇeno. Tu nema neke univerzalne metode pa c´emo prikazati
nekoliko primjera na nekim nejednakostima koje se pojavljuju kod rjesˇavanja raznih
zadataka u vezi s trokutom.




njegov poluopseg, vrijedi ova nejednakost
a(b + c) + b(c + a) + c(a + b) < 3s2. (1)
Dokaz. Za dva pozitivna realna broja vrijedi nejednakost G2 ≤ A2 izme -du
geometrijske i aritmeticˇke sredine, pri cˇemu se jednakost dostizˇe ako i samo ako
su ta dva broja jednaka. Njezinom primjenom dobivamo√
a(b + c) <
a + (b + c)
2
= s, tj.
a(b + c) < s2. (2)
(Stroga nejednakost vrijedi jer trokut nije degeneriran.) Analogno se dobiva
b(c + a) < s2, (3)
c(a + b) < s2. (4)
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo (1).
Sada c´emo poboljsˇati nejednakost (1), tj. pokazat c´emo strozˇu nejednakost:






s2 < 3s2. Ovdje c´emo koristiti sljedec´u pomoc´nu nejednakost
(a + b + c)2 ≥ 3(ab + bc + ca), (6)
koja neposredno slijedi iz ocˇigledne nejednakosti
(a− b)2 + (b − c)2 + (c− a)2 ≥ 0. (7)
Imamo
a(b + c) + b(c + a) + c(a + b) = 2(ab + bc + ca),
a iz (6)
a(b + c) + b(c + a) + c(a + b) ≤ 2
3





Ovo je upravo nejednakost (5). Iz (7) se vidi da jednakost vrijedi ako i samo ako je
a = b = c , tj. ako je trokut jednakostranicˇan.
1 Student matematike.
2 Autor je izvanredni profesor u miru s Prirodno-matematicˇkog fakulteta u Sarajevu;
e-posˇta: asefket@pmf.unsa.ba
88 Matematicˇko-fizicˇki list, LXVI 2 (2015. – 2016.)
Primjer 2. Za trokut iz primjera 1 vrijedi nejednakost
a(s− a) + b(s− b) + c(s− c) < 3
4
s2. (8)
Dokaz. Koristec´i nejednakost H2 ≤ A2 izme -du harmonijske i aritmeticˇke sredine za




























(Ako bi u (9), (10) i (11) vrijedila jednakost, imali bismo a = s − a , b = s − b ,
c = s − c , tj. 3a = b + c , 3b = c + a , 3c = a + b . Zbrajanjem ovih triju jednakosti
dobili bismo 3 = 2, sˇto je proturjecˇje.) Zbrajanjem ovih triju nejednakosti dobivamo
(8).
Sada c´emo dokazati poboljsˇanje ove nejednakosti koje glasi









s2. Lijevu stranu dane nejednakosti mozˇemo zapisati u obliku
a(s− a) + b(s− b) + c(s− c) = 2s2 − (a2 + b2 + c2),
a odavde zbog
a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca, (13)
odnosno
a2 + b2 + c2 ≥ 1
3





a(s− a) + b(s− b) + c(s− c) ≤ 2
3
s2,
a to je upravo nejednakost (12). Jednakost u (12) vrijedi ako i samo ako vrijedi
jednakost u (13), tj. ako je a = b = c .
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Dokaz. Koristec´i nejednakost trokuta dobivamo
a + b + c > 2a, a + b + c > 2b, a + b + c > 2c,
a nakon mnozˇenja ovih nejednakosti (uz a + b + c = 2s) dobivamo






















> 2. Koristit c´emo nejednakost A3 ≥ G3 izme -du aritmeticˇke i geometrijske
sredine za tri pozitivna realna broja tj.





Ova nejednakost ekvivalentna je redom sa sljedec´ima:


























sˇto je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranicˇan.
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